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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 14.02. 2015
Clasa a IX - a

PROBLEMA 1. Sa se calculeze suma S, =1+ 12+ 112+ ... + 111...12, pentru n > 2.

(n—1) ori

PROBLEMA 2. Fie numerele reale strict pozitive x,y si z, astfel incat 2o 4+ 3y + 42z = 6. Sa se

arate ca :
9
a) V2x + /3y +Vdz < 3’
2 3 4 _ 27

b)) —4+—-+-2>—.
)$+y+z_ 2

PROBLEMA 3. Aritati cd [\/n++vn+ 1] = [v4n +2 |, pentru orice n € N (cu [z] s-a notat

partea intreagad a numdarului x).

PROBLEMA 4. Fie pentagonul convex ABCDE si punctele G si GGo centrele de greutate ale
triunghiurilor ABC respectiv BC'D.

a) Ardtati ca dacd M si N sunt mijloacele segmentelor [AE], respectiv [DE], atunci segmentele
GG GG

GN GM’
b) Aflati vectorul de pozitie al punctului G' determinat anterior, in functie de vectorii de pozitie
al punctelor A, B,C, D si E.

[G1N] si [GoM] au un punct comun G, astfel incat

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. S& se determine functia f : (0,400) — R cu proprietatea:

x
I < < — Q).
f (2015) <logypsx < f(z)—1, Ve (0,+0)

PROBLEMA 2. a) Existd numere irationale a si b pentru care a® este numar natural ?

b) Un elev scrie pe tabld numerele 729, 15625, 343, 1331. La pasul 1 sterge cele patru numere si
in locul fiecaruia scrie media geometrica a celorlalte trei numere. La pasul 2 aplica pasul 1 pentru

numerele astfel obtinute. Continua in acelagi mod scrierea numerelor.

i) Ce numere a obtinut dupa primul pas?
ii) Este posibil ca dupd un numar finit de pagi s scrie pe tabla numerele 847, 567, 297, 8019 7
PROBLEMA 3. Fie numerele a,b € Z si z € C, astfel incat 22 — z +5 = 0. Si se arate ci
(z—1)"—(24+4)"=0
daca si numai daca exista un numar n € Z, astfel incat a = 4n gi b = 2n.

PROBLEMA 4. Si se arate c&, dacia,b,c € C, |a| = |b] = |¢| = 1si|a+ b*+|b + ¢/ +|c + af” =

4, atunci triunghiul ABC ale carui varfuri sunt punctele de afixe a, b si ¢ este dreptunghic.

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie matricea A € Mj(R) astfel incat det (A + I3) = det (A + 2[3). S& se
demonstreze ca

2det (A+ I3) + det (A — I3) + 6 = 3det (A).

PROBLEMA 2. Se considera matricea

1 a ha hb
A=\ 1 b hh. |,
1 ¢ h.h,

unde cu a, b, ¢ se noteaza lungimile laturilor unui triunghi, iar cu h,, hp, he lungimile inaltimilor

triunghiului. Sa se arate ca det A > 0. In ce conditii avem det A =0 ?

PROBLEMA 3. Si se calculeze lim {\/ n2+5n+9 } , unde {z} reprezinta partea fractionara

. n—oo
a numarului real z.

PROBLEMA 4. Fie sirul (), , definit prin 2, = 3 §i , = 2,1 + 2n + 1, pentru n > 2.

a) Sa se determine termenul general al girului;

—~ 1
b) Sa se calculeze lim n <1n2 +1In (Z >) .

Top—
oy T2k—1

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.
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o) O)

PROBLEMA 1. Fier{(Z _b) :a,beZ7},02: <g
a

a) Demonstrati cit dact A € G si det(A) = 0, atunci A = O;

1
ilo=1| ~
>§2 (0

b) Demonstrati cd G\ {O2} este parte stabild fata de inmultirea matricelor din Mo (Z7);

=) )
N~

2 -2
c) Stabiliti dacd ecuatia X2 = < ) > , are solutii in multimea G.

PROBLEMA 2. Fie (G,-) un grup si multimea Z(G) = {z € G : oy =yz, Vy € G}. Sa se
arate cd dacd r? = e, pentru orice x € G \ Z(G), atunci grupul este comutativ.

x, daca 0 <z <1
PROBLEMA 3. Fie functia f : [0,400) — R, definita prin f (z) =

1 ¢
y f(e")
Sa se calculeze / dt.
o (e

r—1, dacax >1

PROBLEMA 4. Sa se determine valorile lui n € N, pentru care

In:/1(1+x)”+(1—x)”

14 22

dr € Q.

! Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problems se noteazd de la 0 la 7.



